ENS Cachan Cours Intégration Proba
Licence de Mathématiques 2006-2007

Partiel (durée 3h)
Jeudi 9 Novembre 2006
Les notes de cours ne sont pas autorisées

Le partiel n’est pas long. Les réponses auz questions doivent étre rédigées avec soin.

Exercice 1.

(1) (1.5 pts) Enoncer précisemment le théoréme de convergence dominé.

(2) (1.5 pts)Etudier la limite de la suite I,, = 01 %dm
Exercice 2. Soit y une mesure borelienne sur R?.

(1) (2 pts)Montrer qu’il existe un plus grand ouvert de mesure nulle pour p (on pourra par
exemple considérer les pavés ouverts a extrémités dans Q). On appelle support de p le

complémentaire de cet ouvert.

(2) (2 pts)Montrer que si p est o-finie, il existe une mesure de probabilité pq dont le support

est le méme que celui de p (on pourra commencer par traiter le cas p finie).

Exercice 3. Soit f : [0,1] — R une fonction borelienne telle que fol f?(z)dzr < +o0. On note
1112 = (fy f2(@)da)"/2.
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(1) (1 pt) Montrer que pour tout n >0, [y z"|f(z)|dx < \/‘%

1 o© n
/0 Zz\f(x)]dx<oo. (1)
n=1

(3) (1 pt) En déduire que Y o2, fol Z f(z)dr = — fol log(1 — ) f(x)dz.

(4) (2 pt) Chercher un contre-exemple a 'inégalité (1) lorsqu’on suppose seulement que f

(2) (1 pt) Montrer que

est intégrable sur [0, 1] par rapport a la mesure de Lebesgue.

Probléme. Soient A et B deux boréliens de [0, 1] de mesures de Lebesgue strictement positives.
On note 14 et 1p leurs fonctions indicatrices. Soit (f,)nen une suite de fonctions continues a
support compact telle que [ |[1p — fn|(a:)dx — 0.

(1) (2 pts) Montrer que x — 14 * fr(x) = [5 1a(y) fu(z — )dy définit une fonction continue
sur R qui converge umformement vers £ — 14 x1p(x fR 14(y)1p(x —y)dy.

(2) (1 pt) Montrer que { x e R | 14 x1p(z) >0 } C A+B.

(3) (2 pts) En utilisant un théoréme de Fubini, montrer que 14 x 15 n’est pas identiquement
nul et déduire que linterieur de A + B est non vide.

(4) Soit Q = {0, 1} et g et 11 deux fonctions de © — [0, 1] définies par p(w) = Yoo ) 5322
et h1(w) = Y0l gondr pour w = (Zn)n>o € L.

(a) (1 pt) Montrer que les fonctions 1y et 1 sont continues pour la distance d sur
définie par d(w,w') = >, ¢ |70 — 23,277,

(b) (2 pts) On admet sans démonstration que € est compact et on note K. = 1)(12)
pour € € {0,1}. Montrer que Ko = K;/2 puis que Ko = (Ky/4)U (1/4+ Ky/4). En
déduire que A\(Kp) = A(K;) =0.

(¢) (2 pts) Montrer que [0, 1] = Ky + K;. Conclure.
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