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Examen (durée 3h)
Jeudi 15 Janvier 2009
Les notes de cours ne sont pas autorisées
Les réponses auz questions doivent étre rédigées avec soin.
Bareme indicatif : Q.C. 2 pts, Ex1 3 pts, Ex2 5 pts, Ex 3 3pts, Probléme 10 pts

Questions de cours. Enoncer la loi forte des grands nombres et le théoréeme de Levy.

Exercice 1. On considére un espace mesuré (E, A, 1) et une suite (f,),>0 de densités de
probabilité (f, > 0 p-presque partout et [ f,du = 1) convergeant p-presque partout vers
une densité de probabilité f.

(1) (a) Vérifier que [ [f — faldp =2 [(f — fu)L(s-fu)m)z0 dp().
(b) Déduire que f, converge vers f dans L.

(2) Soient (X,,),>0 une famille de variable aléatoire de loi f,u pour tout n > 0 et X
une variable aléatoire de loi fu, montrer que X,, converge en loi vers X.

Exercice 2. Soit M;(R?) I'ensemble des mesures de probabilités boréliennes sur R%.
Pour tous p, v € M;(R?), on définit

lp—=vll =2 sup [u(A)—v(A)].
ACB(R?)

(1) Veérifier que || || satisfait I'inégalité triangulaire sur M (R%).

(2) Soient f; et fo boréliennes positives telles que p = fi(u +v) et v = fo(u + v).
Montrer que

= v = / = fold(u+ v)

(3) Montrer que pour toute f € Cy(R% R) (continue bornée) on a | [ fdu — [ fdv| <
[ = vlll[fllo et que

I = vl = sup [u(f) = v()]-

fecb(RdJR)v”f”OOSl

(Pour le dernier point on pourra penser & un argument de densité des fonctions

continues bornées dans un espace approprié).

(4) Montrer que si une suite (p,),>0 € M1(R)Y tend vers po, € M;(R?) pour la
norme || ||, alors p, converge étroitement vers fi.. Que dire de la réciproque ?

Exercice 3. On considére pour tout n > 1 une suite (X,, ;) 1<m<n de v.a.r. indépendantes
telles que

o P(Xym=1)=pumet P(Xpm=0)=1—ppm,

e > Pam — A€J0,00] lorsque n — oo,

® MaX;<m<n Pnm — 0 lorsque n — oo.

(1) On note S, =>"" _| Xy .



(a) Calculer ¢,(t) = E(e"5") et montrer qu’il existe C' > 0 tel que

[Gn(t) = eXmarrnn D < O N 2

m=1

(b) En déduite la limite de ¢,(t) lorsque t — oo.
(2) Calculer E(eX) lorsque X ~ P(\) i.e. P(X = k) = Ae */k! pour tout k € N et

conclure.

Probléme. Soient (2, F, P) un espace probabilisé et (U;)1<;<, une famille de variables
aléatoires indépendantes de loi uniforme sur [0, 1]. En posant M; = (cos(27U;), sin(27U;))
pour tout 1 < ¢ < n, on définit une famille de variables indépendantes de loi uniforme
sur le cercle unité de R?. Les points {My,--- , M, } subdivisent le cercle unité en n arcs
de cercle.

Pour tout w € €2, on ordonne les valeurs prises par les U;(w) par ordre croissant et on
définit Vi(w) = minj<;<, Uij(w) < Va(w) < -+ < V(w) = maxj<i<, U;(w) les variables
aléatoires associées. On numérote maintenant les n arc de cercles (A4;)1<;<, en partant du
point (cos(27V}),sin(27V])) et en suivant le sens direct. Ainsi, pour tout 1 <i <n —1,
A; est de longueur [(A;) = 2w (Vi1 — V;) et 'arc A, désignant l'arc recouvrant le point
(1,0) est de longueur [(A,,) =27 (Vi + (1 = V,,)) (voir Fig 1).

(1) Soit I une v.a. de loi uniforme dans {1,--- ,n} et indépendante des U;. On définit
L=1(Ar)ie. L=>3"1(A;)1;- lalongueur d’un arc tiré au hasard. En remar-
quant que > I(A;) = 2m, calculer E(L).

(2) (a) Calculer P(V; > x) pour tout x € [0,1] et en déduire la loi de V.

(b) On note L, = [(A,) la longueur de l’arc chevauchant (1,0). Vérifier que V;

et 1 —V,, ont méme loi puis montrer que E(L,) = -
(c) Pourquoi la longueur de l'arc A,, est en espérance plus grande que la longueur

moyenne des arcs? Essayer d’expliquer simplement ce paradoxe.

(3) Soit (Z;);>1 une famille de variable aléatoire i.i.d de loi exponentielle de paramétre
1 (ie P(Z; > z) = exp(—x) pour tout x > 0). On note T} = Zle Z; pour tout
k>1.

(a) Montrer que pour tout f borélienne bornée,

E(f(Ty,--- ,Th)) = Ft1, o tng1) Loty <oty € 0ty - - dty gy

Rn+1

et en déduire la loi de (11, , Tp11).

(b) Montrer que (71 /Tn+1,- -+ , Ty /Tht1) et T4 sont indépendants et que (Vy, - -+, V)

et (T1/Tns1,- -+, Tn/Thi1) ont méme loi (on pourra utiliser sans démonstra-
tion que la loi de (Vq,- -+, V,,) est absolument continue par rapport a la mesure

de Lebesque A, et de densité g(vy,- -+ ,v,) = n!lo<y, <pp<o,<1)-

Thn+1 I : nZy :
(4) (a) Montrer que 7%5 admet une limite p.s. puis que 7=% converge en loi vers la

loi de Zj, lorsque n — oo.
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FiGg. 1. Exemple de configuration pour n = 7. L’arc de cercle A;, I'arc
chevauchant le point (1,0) est souligné en trait plein.

(b) On pose Y,, = maxj<x<, Zx/log(n). Calculer pour tout y > 0 la valeur de
P(Y,, < y) et montrer que Y,, tend en probabilité vers 1.

(5) On note L, = maxj<;<,((A;) la longueur du plus grand arc. Montrer alors que
nL,/log(n) — 27 en probabilité avec 1.

(6) (bonus) Que dire de la longueur du plus petit arc?

CORRECTION

Exercicel.

(1) (a) Onéerit [|f — faldp= [(f = fu)li—p.zodp+ [(fu = f)lf,—s>odp. Or [(f —
fu)dp =0 et donc [(f— f)Ls—psodp = [(f = fu)ls—p.>0dp = 0. Par suite
on déduit le résultat.

(b) Comme 0 < (f — fu)lf—p,>0 < f, on déduit le résultat par convergence
dominée pour le chapeau intégrable f.

(2) En utilisant le théoréme de Levy et comme

[ et = pul < [ 1= fldn =0

on déduit le résultat. On peut également se passer du thm de Levy en utilisant plus
directement la définition de la convergence en loi : pour tout g continu borné, on a

|E(9(Xn)—g(X)D] = | [ 9(2)(fule) = f(@))dp(z)] < |glo [ | fol2)—f(2)|du(z) — 0

d’aprés la question précédente.



Exercice 2.

(1) 11 suffit de remarquer que pour tout A € B(R?), on a |u(A) — u”(A)| < |pu(A) —
W (A + [ (A) = p"(A)].

(2) Pour tout A € B(R?), on a |u(A) — v(A)| = | [,(fi — f2)d(1r + v)]. On comme
J(fr = fo)d(p+v)=0,onalf,(fi - fz) (lH'V | = |fAc fi = f2)d(p+v)| dou

)=o) =50 [ (=l +1 [ (=) < 5 [ 15i=ldlato).

En prenant le sup sur A, on obtient

- v < /|f1—f2\d<u+u>,.

En prenant maintenant A = {x € R? | (f; — f2)(z) > 0}, on obtient facilement
I’égalité.

(3) Ona | [ fdu— [ fdv| =] f(fi = f2)d(p+ V)| < |[fllo [ 1fr = fold(u+v) dot

sup Iu(f) —v(N < llp—=vl.
JECHRLR) [ fl <1

De plus en notant g Lg—f,50 — Lp—f<0, on a d’aprés 2) que ||p(g) — v(g)|| =
Jo(fi = f2)d(p+v) = [|fi = f2ld(p + v). Par densité des fonctions continues a
support compactes dans L' (pu+v) il existe une suite (g, ),>o de fonctions continues
bornées telles que (u+v)(]g,—g|) — 0. Or quitte a prendre g, = —1V(g,A1) (pour
lequel (1 + v)(|9n — 9l) < (1 +v)(|gn — g) puisque [|g|lec = 1) on peut supposer
que [|gnlloo < 1. Or |([ gdp— [ gdv) = ([ gndp— [ gndv)| < [1g—gald(p+v) — 0.

Par suite suprec, ®ep),|f).<t 1) = V()] = limpy oo [1(gn) — v(ga)| = |l = V||
d’ou le résultat.

(4) Si ||t — ptoo|l — 0 alors pour tout f € Co(R%R), [1n(f) = tioo ()] < [ flloollttn —
Uool| — 0 et donc p, converge étroitement vers fi. La réciproque est fausse, en
effet, sur R, 61/, — &y mais pour tout n > 0, on a ||0,, — do|| = 2.

Exercice 3.
(1) (a) On a ¢n(t) = [Lny(Pame™ + (1 = pam)) = ILuei(Pam(e” — 1) +1). Or
en utilisant Taylor-Lagrange, on a pour |e* — (1 + u)| < exp(|u])|u|?/2 pour
u € C. Par suite, comme |p, e 4+ (1 = p,.n)| < 1 on déduit de la majoration

|Tf:[1am H al |<Z|Hamak—ak Ha |

k=1 m<k m>k

POUT Ay = Pome™ + (1 = Ppm) et @, = ePm (=D que

n

‘¢n(t> _ ezzzlpn,m(eit_l)‘ < Z H (pn,meit + (1 _ pnm))(pik/Q) H epn,m|eit_1\
k=1 m<k m=k

n eit _
(3 p2)eSmar pranle=1l /9
k=1

n

S C(Z pi,k) 9
k=1

IN



en notant C' = sup,,~q exp(>." _ Dumle®—1])/2 < oo puisque > ppm — A
lorsque n — oo.

(b) En passant a la limite, on obtient ¢, (t) — e 1),

(2) On calcule directement que E(e™¥) =e 7, (Ae)*/k! = M=) ce qui donne

le résultat en utilisant le théoréme de Levy.

Probléme.

(1) E(L) = >, E(I(A;)1;=;). Or comme les variables I et (U;)i<i<, sont indépen-
dantes, E(I(A;)1;—;) = E(I(A;))P(I = i) et donc E(L) = Y " | E(I(4;))/n =
E(ZL 1(A)/n =37,

(2) (a) PVi>x)=PU >2)"=(1—2)" fo (1 —w)" 1y, ydu pour z € [0,1].

On déduit que la loi de V; est absolument continue par rapport a la mesure
de Lebesgue et de densité n(1 — z)" 1 y.

(b) On remarque que (Uy,---,U,) et ((1 —Uy),---,1 —U,) ont méme loi. Or
min(l —U;) = 1 —maxU; = 1 -V, Vj et 1 —V,, ont méme loi. Comme
E(L,) =2r(E(V1)+E(1-V, )) on déduit que E(L ) =47 E(V1). On termine

en remarquant que E(V) = fo (Vi > x)dx = ?

(c) Dans le cas de L, les arcs ont d’autant plus de chance d’étre sélectionnés
qu’ils sont grands ce qui augmente la valeur de ’espérance. Une autre facon
d’obtenir le résultat est de considérer que l'on tire n+1 points et que le dernier
point tiré sert a sélectionner I'intervalle (ie joue le role du point (1,0)). Dans
ce cas, I'intervalle sélectionné est constitué de deux intervalles contigus pour
la partition du cercle en n + 1 intervalle d’ott une longueur 2 x 27/(n + 1).

(3) (a) Ilsuffit de considérer le changement de variable C* de (zy,- - ,2,) — (21, 21+
2o, 21+ -+ 2,) de ((RE)™) dans Pouvert {(t1,---,t,) € R" | 0 <t <
- < t,}. Le Jacobien de la transformation est triangulaire de déterminant 1

si bien que

E(f(Th, -, T,))

ind.gs Z; f(zbzl + 29,00, 21 -+ Zn <H eZl]]-z >0> le d

R

= Flai, it 20, 2+ 2) €=z - - da,
RY
= @, tn)locty <ct € mdby -+ - dty, . (1)
Rn+1
si bien que (71, --,7,,) admet une loi & densité sur R (par rapport a A,) de
densité g(t1, - ,tn) = loct;<ct, €. En effet si u = g\, alors

E(f(Th,---,T, /f ty, s t)dp(ty, - - o tn)

pour f € Cp(R™, R) si bien que la loi de (77,---,T},) et u ont méme fonction
caractéristique et donc sont égales par le théoréme injectivité de la transfor-
mée de Fourier.



(b) On calcule en faisant le changement de variables C, (t1,- - ,t,41) AN (uy =

tl/tn-‘rla o Up = tn/tn-‘rla tn-‘,—l) d’iHVGI'SG (Ul, s, Up, tn—i—l) = (ultn—i—b e auntn—l—b tn—i—l)
que pour f, g boréliennes bornées on a

E(f(Tl/Tn—i-lv T 7Tn/Tn+1)g(Tn+1))

= 1/t /b)) (1) Locty coectyar €0ty -+ - b

Rn+1

n n 2
:/ flut, - un)g(tnr1) Locuy<ocun<iloiie™ duy - dundt (2)
0,1[7 xR

1
- f(ula e >un) (n!10<u1<---<un<1) dul e dun/ g(tn+1)ﬁt2116tn+ldtn+l .

10,1[" R*
En prenant g = 1, on obtient que la loi de (71 /Ty 41, -+ , Ty /Thi1) est celle de
(Vi,-++,V,) et en prenant f = 1 que celle de T}, est celle d’une loi y(n, 1).

Enfin la derniére égalité n’est rien d’autre que

E(f(Tl/Tn—Hu te 7Tn/Tn+1)g(Tn+1)) = E(f(Tl/Tn+17 te 7Tn/Tn+1))E(g(Tn+l))
ce qui caractérise 'indépendance.

(4) (a) La loi des grands nombres appliquées a la famille (Z;);>1 de v.a.i.i.d. inté-
grables donne T,.1/(n + 1) — E(Z;) = 1 presque surement. Notons A, =
T:+1 et montrons que A,Z, converge en loi vers la loi de Z;. Il nous suf-
fit de montrer que pour toute f continue bornée, |E(f(A,Z,) — f(Z,))| —
0. Or |E(f(AnZn) — f(Zn)] < 2[flecP([Zal = A) + 2/flocP(|An — 1] =
1) + SUD|g1< A jp—y<n | [ (@) = f(y)]. Pour tout e > 0, il existe A > 0 tel que
2|fleoP(|Zn] = A) < €, puis par uniforme continuité de f sur les compacts il

existe 17 > 0 tel que sup|, <4 j,—y<y |f(¥) — f(y)| < € et enfin par c.d. N >0
tel que pour tout n > N 2|f|.P(|A, — 1| > n) <e.
(b) On a P(Y, <y) = P(NL1(Z; < ylog(n))) = P(Z1 < ylog(n))". Or P(Z >
r) = e® dou P(Y, < y) = exp(nlog(l — e7¥°¢™)). Comme nlog(l —
e v1os(M)) — o0 pour y < 1 et vers 0 pour y > 1, on déduit P(Y, < y) — 0
pour y < let P(Y, <y)— 1poury > 1. En particulier, P(|Y,,—1| <€) — 0
avec n, i.e. Y, converge en probabilité vers 1.
(5) D’apres 3b), nL,/log(n) a la méme loi que
2mn mmax Zy[(log(n)T,41) = 21A,Y, .
Or Y, et A, converge en probabilité vers 1. Par suite, en écrivant Y, A, — 1] <
|A, — 1Y, + |Y, — 1] on déduit que pour n <1
P(|YnAn — 1] = 3n) < P(|YnAn = 1] Z n(1+n) +n)
< P(lAn =1 Z2n)+ P(Ya—1[=n). (3)
Comme le membre de droite tend vers 0 avec n, on déduit la convergence en
probabilité vers 27 ce qui était demandé.



