
ENS Ca
han Cours Intégration ProbaLi
en
e de Mathématiques 2008-2009Examen (durée 3h)Jeudi 15 Janvier 2009Les notes de 
ours ne sont pas autoriséesLes réponses aux questions doivent être rédigées ave
 soin.Barème indi
atif : Q.C. 2 pts, Ex1 3 pts, Ex2 5 pts, Ex 3 3pts, Problème 10 ptsQuestions de 
ours. Enon
er la loi forte des grands nombres et le théorème de Levy.Exer
i
e 1. On 
onsidère un espa
e mesuré (E,A, µ) et une suite (fn)n≥0 de densités deprobabilité (fn ≥ 0 µ-presque partout et ∫ fndµ = 1) 
onvergeant µ-presque partout versune densité de probabilité f .(1) (a) Véri�er que ∫ |f − fn|dµ = 2
∫

(f − fn)1(f−fn)(x)≥0 dµ(x).(b) Déduire que fn 
onverge vers f dans L1.(2) Soient (Xn)n≥0 une famille de variable aléatoire de loi fnµ pour tout n ≥ 0 et Xune variable aléatoire de loi fµ, montrer que Xn 
onverge en loi vers X.Exer
i
e 2. Soit M1(R
d) l'ensemble des mesures de probabilités boréliennes sur Rd.Pour tous µ, ν ∈ M1(R

d), on dé�nit
‖µ − ν‖

.
= 2 sup

A⊂B(Rd)

|µ(A) − ν(A)| .(1) Véri�er que ‖ ‖ satisfait l'inégalité triangulaire sur M1(R
d).(2) Soient f1 et f2 boréliennes positives telles que µ = f1(µ + ν) et ν = f2(µ + ν).Montrer que

‖µ − ν‖ =

∫

|f1 − f2|d(µ + ν) .(3) Montrer que pour toute f ∈ Cb(R
d, R) (
ontinue bornée) on a |

∫

fdµ −
∫

fdν| ≤

‖µ − ν‖‖f‖∞ et que
‖µ − ν‖ = sup

f∈Cb(Rd,R),‖f‖∞≤1

|µ(f) − ν(f)| .(Pour le dernier point on pourra penser à un argument de densité des fon
tions
ontinues bornées dans un espa
e approprié).(4) Montrer que si une suite (µn)n≥0 ∈ M1(R
d)N tend vers µ∞ ∈ M1(R

d) pour lanorme ‖ ‖, alors µn 
onverge étroitement vers µ∞. Que dire de la ré
iproque ?Exer
i
e 3. On 
onsidère pour tout n ≥ 1 une suite (Xn,m)1≤m≤n de v.a.r. indépendantestelles que
• P (Xn,m = 1) = pn,m et P (Xn,m = 0) = 1 − pn,m,
•
∑n

m=1 pn,m → λ ∈]0,∞[ lorsque n → ∞,
• max1≤m≤n pn,m → 0 lorsque n → ∞.(1) On note Sn

.
=
∑n

m=1 Xn,m. 1



(a) Cal
uler φn(t)
.
= E(eitSn) et montrer qu'il existe C > 0 tel que

|φn(t) − e
Pn

m=1
pn,m(eit−1)| ≤ C

n
∑

m=1

p2
n,m .(b) En déduite la limite de φn(t) lorsque t → ∞.(2) Cal
uler E(eitX) lorsque X ∼ P(λ) i.e. P (X = k) = λke−λ/k! pour tout k ∈ N et
on
lure.Problème. Soient (Ω,F , P ) un espa
e probabilisé et (Ui)1≤i≤n une famille de variablesaléatoires indépendantes de loi uniforme sur [0, 1]. En posant Mi

.
= (cos(2πUi), sin(2πUi))pour tout 1 ≤ i ≤ n, on dé�nit une famille de variables indépendantes de loi uniformesur le 
er
le unité de R2. Les points {M1, · · · , Mn} subdivisent le 
er
le unité en n ar
sde 
er
le.Pour tout ω ∈ Ω, on ordonne les valeurs prises par les Ui(ω) par ordre 
roissant et ondé�nit V1(ω)

.
= min1≤i≤n Ui(ω) ≤ V2(ω) ≤ · · · ≤ Vn(ω)

.
= max1≤i≤n Ui(ω) les variablesaléatoires asso
iées. On numérote maintenant les n ar
 de 
er
les (Ai)1≤i≤n en partant dupoint (cos(2πV1), sin(2πV1)) et en suivant le sens dire
t. Ainsi, pour tout 1 ≤ i ≤ n − 1,

Ai est de longueur l(Ai)
.
= 2π(Vi+1 − Vi) et l'ar
 An désignant l'ar
 re
ouvrant le point

(1, 0) est de longueur l(An) = 2π(V1 + (1 − Vn)) (voir Fig 1).(1) Soit I une v.a. de loi uniforme dans {1, · · · , n} et indépendante des Ui. On dé�nit
L

.
= l(AI) i.e. L =

∑n
i=1 l(Ai)1I=i la longueur d'un ar
 tiré au hasard. En remar-quant que ∑n

i=1 l(Ai) = 2π, 
al
uler E(L).(2) (a) Cal
uler P (V1 > x) pour tout x ∈ [0, 1] et en déduire la loi de V1.(b) On note Ln
.
= l(An) la longueur de l'ar
 
hevau
hant (1, 0). Véri�er que V1et 1 − Vn ont même loi puis montrer que E(Ln) = 4π

n+1
.(
) Pourquoi la longueur de l'ar
 An est en espéran
e plus grande que la longueurmoyenne des ar
s ? Essayer d'expliquer simplement 
e paradoxe.(3) Soit (Zi)i≥1 une famille de variable aléatoire i.i.d de loi exponentielle de paramètre

1 (ie P (Zi ≥ x) = exp(−x) pour tout x ≥ 0). On note Tk =
∑k

i=1 Zi pour tout
k ≥ 1.(a) Montrer que pour tout f borélienne bornée,
E(f(T1, · · · , Tn+1)) =

∫

Rn+1

f(t1, · · · , tn+1)10<t1<···<tn+1
e−tn+1dt1 · · · dtn+1 .et en déduire la loi de (T1, · · · , Tn+1).(b) Montrer que (T1/Tn+1, · · · , Tn/Tn+1) et Tn+1 sont indépendants et que (V1, · · · , Vn)et (T1/Tn+1, · · · , Tn/Tn+1) ont même loi (on pourra utiliser sans démonstra-tion que la loi de (V1, · · · , Vn) est absolument 
ontinue par rapport à la mesurede Lebesgue λn et de densité g(v1, · · · , vn) = n!10≤v1≤v2···≤vn≤1).(4) (a) Montrer que Tn+1

n+1
admet une limite p.s. puis que nZk

Tn+1

onverge en loi vers laloi de Zk lorsque n → ∞.
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Fig. 1. Exemple de 
on�guration pour n = 7. L'ar
 de 
er
le A7, l'ar

hevau
hant le point (1, 0) est souligné en trait plein.(b) On pose Yn = max1≤k≤n Zk/ log(n). Cal
uler pour tout y ≥ 0 la valeur de
P (Yn ≤ y) et montrer que Yn tend en probabilité vers 1.(5) On note L∗ = max1≤i≤n l(Ai) la longueur du plus grand ar
. Montrer alors que

nL∗/ log(n) → 2π en probabilité ave
 1.(6) (bonus) Que dire de la longueur du plus petit ar
 ?Corre
tionExer
i
e1.(1) (a) On é
rit ∫ |f − fn|dµ =
∫

(f − fn)1f−fn≥0dµ+
∫

(fn− f)1fn−f≥0dµ. Or ∫ (f −

fn)dµ = 0 et don
 ∫ (fn − f)1fn−f≥0dµ =
∫

(f − fn)1f−fn≥0dµ = 0. Par suiteon déduit le résultat.(b) Comme 0 ≤ (f − fn)1f−fn≥0 ≤ f , on déduit le résultat par 
onvergen
edominée pour le 
hapeau intégrable f .(2) En utilisant le théorème de Levy et 
omme
|

∫

eitx(fn − f)dµ| ≤

∫

|fn − f |dµ → 0on déduit le résultat. On peut également se passer du thm de Levy en utilisant plusdire
tement la dé�nition de la 
onvergen
e en loi : pour tout g 
ontinu borné, on a
|E(g(Xn)−g(X))| = |

∫

g(x)(fn(x)−f(x))dµ(x)| ≤ |g|∞
∫

|fn(x)−f(x)|dµ(x) → 0d'après la question pré
édente.



Exer
i
e 2.(1) Il su�t de remarquer que pour tout A ∈ B(Rd), on a |µ(A) − µ′′(A)| ≤ |µ(A) −

µ′(A)| + |µ′(A) − µ′′(A)|.(2) Pour tout A ∈ B(Rd), on a |µ(A) − ν(A)| = |
∫

A
(f1 − f2)d(µ + ν)|. On 
omme

∫

(f1 − f2)d(µ + ν) = 0, on a |
∫

A
(f1 − f2)d(µ + ν)| = |

∫

Ac(f1 − f2)d(µ + ν)| d'où
|µ(A)−ν(A)| =

1

2
(|

∫

A

(f1 −f2)d(µ+ν)|+ |

∫

Ac

(f1 −f2)d(µ+ν)| ≤
1

2

∫

|f1 −f2|d(µ+ν) .En prenant le sup sur A, on obtient
‖µ − ν‖ ≤

∫

|f1 − f2|d(µ + ν), .En prenant maintenant A = {x ∈ Rd | (f1 − f2)(x) ≥ 0}, on obtient fa
ilementl'égalité.(3) On a |
∫

fdµ −
∫

fdν| = |
∫

f(f1 − f2)d(µ + ν)| ≤ ‖f‖∞
∫

|f1 − f2|d(µ + ν) d'où
sup

f∈Cb(Rd,R),‖f‖∞≤1

|µ(f) − ν(f)| ≤ ‖µ − ν‖ .De plus en notant g = 1f1−f2≥0 − 1f1−f2<0, on a d'après 2) que ‖µ(g) − ν(g)‖ =
∫

g(f1 − f2)d(µ + ν) =
∫

|f1 − f2|d(µ + ν). Par densité des fon
tions 
ontinues àsupport 
ompa
tes dans L1(µ+ν) il existe une suite (gn)n≥0 de fon
tions 
ontinuesbornées telles que (µ+ν)(|gn−g|) → 0. Or quitte à prendre g̃n
.
= −1∨(gn∧1) (pourlequel (µ + ν)(|g̃n − g|) ≤ (µ + ν)(|gn − g|) puisque ‖g‖∞ = 1) on peut supposerque ‖gn‖∞ ≤ 1. Or |(∫ gdµ−

∫

gdν)− (
∫

gndµ−
∫

gndν)| ≤
∫

|g−gn|d(µ+ν) → 0.Par suite supf∈Cb(Rd,R),‖f‖∞≤1 |µ(f) − ν(f)| ≥ limn→∞ |µ(gn) − ν(gn)| = ‖µ − ν‖d'où le résultat.(4) Si ‖µn − µ∞‖ → 0 alors pour tout f ∈ Cb(R
d, R), |µn(f) − µ∞(f)| ≤ ‖f‖∞‖µn −

µ∞‖ → 0 et don
 µn 
onverge étroitement vers µ∞. La ré
iproque est fausse, ene�et, sur R, δ1/n → δ0 mais pour tout n > 0, on a ‖δn − δ0‖ = 2.Exer
i
e 3.(1) (a) On a φn(t)
.
=
∏n

m=1(pn,meit + (1 − pn,m)) =
∏n

m=1(pn,m(eit − 1) + 1). Oren utilisant Taylor-Lagrange, on a pour |eu − (1 + u)| ≤ exp(|u|)|u|2/2 pour
u ∈ C. Par suite, 
omme |pn,meit +(1− pn,m)| ≤ 1 on déduit de la majoration

|

n
∏

m=1

am −

n
∏

m=1

a′
m| ≤

n
∑

k=1

|
∏

m<k

am(ak − a′
k)
∏

m>k

a′
m|pour am = pn,meit + (1 − pn,m) et a′

m = epn,m(eit−1), que
|φn(t) − e

Pn
m=1

pn,m(eit−1)| ≤
n
∑

k=1

∏

m<k

(pn,meit + (1 − pn,m))(p2
n,k/2)

n
∏

m=k

epn,m|eit−1|

≤ (

n
∑

k=1

p2
n,k)e

Pn
m=1

pn,m|eit−1|/2

≤ C(
n
∑

k=1

p2
n,k) ,



en notant C
.
= supn≥0 exp(

∑n
m=1 pn,m|e

it−1|)/2 < ∞ puisque∑n
m=1 pn,m → λlorsque n → ∞.(b) En passant à la limite, on obtient φn(t) → eλ(eit−1).(2) On 
al
ule dire
tement que E(eitX) = e−λ

∑

k≥0(λeit)k/k! = eλ(eit−1) 
e qui donnele résultat en utilisant le théorème de Levy.Problème.(1) E(L) =
∑n

i=1 E(l(Ai)1I=i). Or 
omme les variables I et (Ui)1≤i≤n sont indépen-dantes, E(l(Ai)1I=i) = E(l(Ai))P (I = i) et don
 E(L) =
∑n

i=1 E(l(Ai))/n =

E(
∑n

i=1 l(Ai))/n = 2π
n
.(2) (a) P (V1 > x) = P (U1 > x)n = (1 − x)n =

∫ 1

0
n(1 − u)n−11]x,1]du pour x ∈ [0, 1].On déduit que la loi de V1 est absolument 
ontinue par rapport à la mesurede Lebesgue et de densité n(1 − x)n−11[0,1].(b) On remarque que (U1, · · · , Un) et ((1 − U1), · · · , 1 − Un) ont même loi. Or

min(1 − Ui) = 1 − max Ui = 1 − Vn V1 et 1 − Vn ont même loi. Comme
E(Ln) = 2π(E(V1)+E(1−Vn)), on déduit que E(Ln) = 4πE(V1). On termineen remarquant que E(V1) =

∫ 1

0
P (V1 > x)dx = 1

n+1
.(
) Dans le 
as de Ln, les ar
s ont d'autant plus de 
han
e d'être séle
tionnésqu'ils sont grands 
e qui augmente la valeur de l'espéran
e. Une autre façond'obtenir le résultat est de 
onsidérer que l'on tire n+1 points et que le dernierpoint tiré sert à séle
tionner l'intervalle (ie joue le r�le du point (1, 0)). Dans
e 
as, l'intervalle séle
tionné est 
onstitué de deux intervalles 
ontigus pourla partition du 
er
le en n + 1 intervalle d'où une longueur 2 × 2π/(n + 1).(3) (a) Il su�t de 
onsidérer le 
hangement de variable C∞ de (z1, · · · , zn) → (z1, z1+

z2, · · · , z1 + · · · + zn) de ((R∗
+)n) dans l'ouvert {(t1, · · · , tn) ∈ Rn | 0 < t1 <

· · · < tn}. Le Ja
obien de la transformation est triangulaire de déterminant 1si bien que
E(f(T1, · · · , Tn))ind. des Zi=

∫

Rn

f(z1, z1 + z2, · · · , z1 + · · ·+ zn)

(

n
∏

i=1

ezi1zi>0

)

dz1 · · ·dzn

=

∫

Rn
+

f(z1, z1 + z2, · · · , z1 + · · ·+ zn)e
Pn

i=1
zidz1 · · ·dzn

=

∫

Rn+1

f(t1, · · · , tn)10<t1<···<tne−tndt1 · · · dtn . (1)si bien que (T1, · · · , Tn) admet une loi à densité sur Rn (par rapport à λn) dedensité g(t1, · · · , tn) = 10<t1<···<tne−tn . En e�et si µ = gλn, alors
E(f(T1, · · · , Tn) =

∫

f(t1, · · · tn)dµ(t1, · · · , tn)pour f ∈ Cb(R
n, R) si bien que la loi de (T1, · · · , Tn) et µ ont même fon
tion
ara
téristique et don
 sont égales par le théorème inje
tivité de la transfor-mée de Fourier.



(b) On 
al
ule en faisant le 
hangement de variables C1, (t1, · · · , tn+1)
ψ
7→ (u1 =

t1/tn+1, · · · , un = tn/tn+1, tn+1) d'inverse (u1, · · · , un, tn+1) 7→ (u1tn+1, · · · , untn+1, tn+1)que pour f, g boréliennes bornées on a
E(f(T1/Tn+1, · · · , Tn/Tn+1)g(Tn+1))

=

∫

Rn+1

f(t1/tn+1, · · · , tn/tn+1)g(tn+1)10<t1<···<tn+1
e−tn+1dt1 · · · dtn+1

=

∫

]0,1[n×R∗

+

f(u1, · · · , un)g(tn+1)10<u1<···<un<1t
n+1
n+1e

tn+1du1 · · · dundtn+1

=

∫

]0,1[n
f(u1, · · · , un) (n!10<u1<···<un<1) du1 · · ·dun

∫

R∗

+

g(tn+1)
1

n!
tn+1
n+1e

tn+1dtn+1 .

(2)
En prenant g ≡ 1, on obtient que la loi de (T1/Tn+1, · · · , Tn/Tn+1) est 
elle de
(V1, · · · , Vn) et en prenant f ≡ 1 que 
elle de Tn+1 est 
elle d'une loi γ(n, 1).En�n la dernière égalité n'est rien d'autre que

E(f(T1/Tn+1, · · · , Tn/Tn+1)g(Tn+1)) = E(f(T1/Tn+1, · · · , Tn/Tn+1))E(g(Tn+1))
e qui 
ara
térise l'indépendan
e.(4) (a) La loi des grands nombres appliquées à la famille (Zi)i≥1 de v.a.i.i.d. inté-grables donne Tn+1/(n + 1) → E(Z1) = 1 presque sûrement. Notons An =
n

Tn+1
et montrons que AnZn 
onverge en loi vers la loi de Z1. Il nous suf-�t de montrer que pour toute f 
ontinue bornée, |E(f(AnZn) − f(Zn))| →

0. Or |E(f(AnZn) − f(Zn))| ≤ 2|f |∞P (|Zn| ≥ A) + 2|f |∞P (|An − 1| ≥

η) + sup|x|≤A,|x−y|≤η |f(x) − f(y)|. Pour tout ǫ > 0, il existe A > 0 tel que
2|f |∞P (|Zn| ≥ A) ≤ ǫ, puis par uniforme 
ontinuité de f sur les 
ompa
ts ilexiste η > 0 tel que sup|x|≤A,|x−y|≤η |f(x) − f(y)| ≤ ǫ et en�n par 
.d. N > 0tel que pour tout n ≥ N 2|f |∞P (|An − 1| ≥ η) ≤ ǫ.(b) On a P (Yn ≤ y) = P (∩ni=1(Zi ≤ y log(n))) = P (Z1 ≤ y log(n))n. Or P (Z >

x) = e−x d'où P (Yn ≤ y) = exp(n log(1 − e−y log(n))). Comme n log(1 −

e−y log(n)) → −∞ pour y < 1 et vers 0 pour y > 1, on déduit P (Yn ≤ y) → 0pour y < 1 et P (Yn ≤ y) → 1 pour y > 1. En parti
ulier, P (|Yn−1| ≤ ǫ) → 0ave
 n, i.e. Yn 
onverge en probabilité vers 1.(5) D'après 3b), nL∗/ log(n) a la même loi que
2πn max

1≤k≤n
Zk/(log(n)Tn+1) = 2πAnYn .Or Yn et An 
onverge en probabilité vers 1. Par suite, en é
rivant |YnAn − 1| ≤

|An − 1|Yn + |Yn − 1| on déduit que pour η ≤ 1

P (|YnAn − 1| ≥ 3η) ≤ P (|YnAn − 1| ≥ η(1 + η) + η)

≤ P (|An − 1| ≥ η) + P (|Yn − 1| ≥ η) . (3)Comme le membre de droite tend vers 0 ave
 n, on déduit la 
onvergen
e enprobabilité vers 2π 
e qui était demandé.


