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Probléme.

Ce petit probléme s’intéresse a I’étude de ’algorithme de simulation de v.a. par rejet

(question 2c))
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OnaP(TZn):P(ZZ-GA\B,1§z’§n—1):<%> . Comme

E(r) =322, P(T > n), on déduit que E(7) = 1/p (en fait on reconnait que 7 est

une variable aléatoire de loi G, géométrique et de parameétre p).

On remarque d’abord que 1>, est mesurable par rapport a F,—1 = 0(Z;, 1 < n—1).

Comme Z,, est indépendante de F,,_1 (théoréme des coalitions), on déduit le résultat.
— —1XMCNB

Ona P(Z, € C,7 =n) = P((Z, € CNB) N[5 (Zi € A\ B)) = (1 — p)" 1 2(02

Par suite P(Z, € C) = >.0° | P(Z, € C,T =n) = /\()\Ca?)p_l = ,\()\c(*ggg) et Z, est

de loi uniforme sur B.

On construit Z; = (Ug—1)p41,° - > Uip) pour tout 7 > 1. On obtient ainsi une suite
ii.d. de v.a. de loi uniforme sur [0, 1]P. On définit alors 7 = inf{n > 1 | &(Z;) > 0}
qui est le premier instant ot Z; tombe dans B. D’aprés la question précédente, Z.
est une loi uniforme sur B.

1l suffit de remarquer que A, = h=1([0,00[2) ot (z,y) — h(x,y) = (y,cg(x) —y) est
borélienne.

(:>) : P(Z € C) = P((X7 CUg(X)) € C) R4%[0,1] ]]-(x,cug(w))ecg(x)dl‘du' Par

Fubini-Tonelli, on déduit P(Z € C) = [pa fol ]l(xycug(x))ecg(x)du) dx. Or pour
g(x) > 0, par le changement de variable y = cug(z), on obtient

1 cg(x)
/D H(x,cug(x))ECg(x)du:/o ﬂ(:c,y)eCdy/c:/R]l(x,y)eCﬂAcdy/c

Cette derniére égalité étant vraie pour g(x) = 0, on déduit par intégration sur x que
P(Z € C) = [payg Vayyecnadzdy/c = [pa Locona dz/c. En prenant C = R,
on obtient P(A.) = cet P(Z € C) = Ag41(C N AL) /Ag+1(Ac) ie. (X,Y) est de loi

uniforme sur A..

—~ |

(<) : Si Z = (X,Y) est une loi uniforme sur A, on alors

P(X € B) ~: fRdXR erB7(x,y)€Acdxdy/c = fRd(f]R ]lygcg(x)dy/c>dx - f]Rd 1$EBg(x)dm'
Par suite X est de loi de densité ¢ sur R? par rapport a \g.

On a montré qu’en posant Z,, = (X,,cU,g(X,)), la suite (Z,)n>1 est une suite
ii.d de loi uniforme sur A.. En notant 7 = inf{n > 1| Z, € B} = inf{n >
1| cUng(Xn) < f(Xp)}, on déduit de (1d) que Z, est une loi uniforme dans B. Or,
en appliquant la partie réciproque de 2b) a Z = 7. pour g = f et ¢ =1, on déduit
que X = X, est de loi f)g.



